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In den vorliegenden Untersuchungen über die Parallelfläche 
des Ellipsoids folge ich in den $$ 1 und 2, um die Gleichung 


der Fläche aufzustellen und die Hauptschnitte derselben zu dis- 
eutiren, der Abhandlung von Fiedler im 39. Bande des Grunert’- 
schen Archivs und der in „Salmon, Analytische Geometrie des 
Raumes, Theil II, 1865* im Artikel VI, $ 3 vorgezeichneten 
Methode. In den $$ 3 und 4 beweise ich in eigener Weise die 
Sätze über gewisse Singularitäten der Fläche (Doppellinien, Cus- 
pidallinien u. s. w.), welche von Herrn Fiedler in der angegebenen 
Abhandlung, zum Theil ohne besonderen Beweis, angegeben sind, 
und behandele dann in den $$ 5 und 6 diejenigen Eigenschaften 
der Fläche, die in engerer Beziehung zu denen des Ellipsoids 
stehen. Endlich in den $$ 7 bis 12 berechne ich das Volumen 
und die Oberfläche der Parallelfläche und gewinne für beide in- 
sofern bemerkenswerthe Werthe, als sie ausdrückbar sind durch 
das Volumen und den Flächeninhalt des Ellipsoids selbst, bezie- 
hungsweise eines gewissen zweiten Ellipsoids. 


SL 


Man kann die Parallelfläche des Ellipsoids definiren als die 
Grenzfläche derjenigen Schaar von Ebenen, welche in demselben 
Abstande den Tangentialebenen des Ellipsoids parallel sind, oder 
als die Grenzfläche aller Kugeln mit gleichem Radius, deren 
Mittelpunkte auf dem Ellipsoide liegen. Bequemer wird jedoch 
die Gleichung der Fläche erhalten, wenn sie definirt wird als der 
Ort der Mittelpunkte aller Kugeln mit demselben Radius, welche 
das Ellipsoid berühren. Es sei also 

fo ee 1 
q? b? 6? 
die Gleichung eines Ellipsoids, so ist die Bedingung aufzustellen, 
unter welcher alle Kugeln, gegeben durch die Gleichung 
g=k-a’ nV Day mo 
wo a, ß, y variabel, e constant ist, das Ellipsoid berühren. 

Diese Bedingung ist die, dass die Gleichung 4ten Grades in A, 
die man erhält, wenn die Discriminante der Function y = f-+ Ay 
gleich Null gesetzt wird, zwei gleiche Wurzeln hat.*) Die Dis- 
criminante der homogen gedachten Form % ist aber die Resultante 
der gleich Null gesetzten Differentiale von w. Es ist nun: 
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Wenn wir der Kürze wegen «® + $°? + y? — eo? mit ? 
bezeichnen, erhalten wir: 


*) Vergl. Salmon, Analyt. Geometrie des Raumes, 1. Theil 1863, $. 129. 
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d. i. eine Gleichung von der Form 
4—= M+B® OR HB LA 0. 
Man erhält hieraus, wenn man die Rechnung ausführt: 
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Soll nun die Gleichung # = 0 zwei gleiche Wurzeln A 
haben, so muss sein 


dd 
ar ns 
und wir erhalten die Bedingungsgleichung, wenn wir A aus den 
Gleichungen Di, SEN 
— und — = 0 


dA 
eliminiren, oder was dasselbe ist, wenn wir die Gleichung / = 0 
homogen machen, also schreiben: 
4 = A) + Baöu + OR’u? + Bu? + Au! = 0, 
und dann die Resultante der Gleichungen 
04 04 
am 0 md — =0 


Om 
gleich Null setzen. Es ist nun 


= — 449° + 3BA2u 4 202° Bu? — 0. 
. — B1> + 20224 + 3B2w? + 4A = 0, 
w 


Nach der Bezout’schen Eliminationsmethode lassen sich aus 
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aus den beiden letzten Gleichungen drei neue herstellen, aus 
denen die darin allein und linear vorkommenden A?, Au und u? 
eliminirt werden können, so dass man sofort die Resultante er- 
hält. Diese giebt, nach Division mit dem Factor 4, die ge- 
suchte Bedingungsgleichung 
SOAA’BB’C? — 16AA'C? + 128A?A’0® — 18ABB“C 
— 18A’B>B’C + 4AB“C? 4 AA'B?C? — 144 A?A’BC 
— 144AA'B?C + 4B’B — B?B’C? — 6AA’B?B” 
— 27A’?B' + 27A?B’' + 192A?A®BB‘ — 256A’AR 0. 
Fügt man hierzu noch 
4BB’C' 40® 4BB’C’ 40® 
DaF 27 3 27 
hinzu, so lässt sich 4 . (— 4AA’ + BB’ — 'C?)? absondern, 
und die übrigen Summanden bilden, wie man sich leicht über- 
zeugt, das Dreifache des Quadrats der Summe 
3A’B? — 3AB”® — BB’ + 2340? — 8AAC. 
Man erhält somit die Gleichung | | 
1) (4AA — BB — %CYP — 
"nos (— 27 AB‘? — 27A'B? + 9BB’C — 2C? 4 T2AAO)., 
Diese Bedingungsgleichung, in a, #, y und e vom 12. Grade, 
giebt, wenn a, $# und y als variabel angesehen werden, den Ort 
aller berührenden Kugeln, ist also die Gleichung der Parallel- 
fläche des Ellipsoids. 


8.2. 
Die Hauptschnitte der Fläche. 


Um eine Vorstellung von der Gestalt der Fläche zu erhalten, 
betrachten wir den Durchschnitt derselben mit einer der 3 Coor- 
dinatenebenen, z. B. der xy-Ebene. Wir nehmen daher y = 0, 
entweder in der Gleichung der Fläche, oder besser in einer Glei- 
chung, aus welcher die der Fläche selbst hergeleitet ist, z. B. in 
A = 0, und verfolgen dann in Bezug auf die so veränderte 
Gleichung 4 (a, ß, y) = 0 denselben Gang der Rechnung wie oben. 

Wir können zunächst der Gleichung / = 0, die wir mit 
a°b°c? multiplicirt denken wollen, die Form geben 


d= met tor +g=0 


und erhalten leicht: 

m = Au (b’I + u) (0? + m) 

n = Au (ce u) (a? + m) 

p = Au (a + u) (bR + uw) 

9= — (er + u) ar +0) DR + u) (er + mW). 

Setzen wir 7 = 0, so wird das Glied py? verschwinden, 
und wir haben: | 
4, = 4(a, ß,0) = (64%). au (br + u) a? + Au (a?R + u) ß? 
— (er +) a2 He) BR +m)| = 0. 
Es ist nun, wie oben die Discriminante von 4,, d. h. die 
Resultante der Gleichungen 
E — Wsund - a) 
zu finden. Nach einem Satze der Algebra ist aber die Diseri- 
minante des Produkts zweier Formen gleich dem Produkt ihrer 
Diseriminanten multiplieirt in das Quadrat ihrer Resultante. In 
unserem Falle ist die eine Form linear, ihre Discriminante gleich 
l zu setzen, — was man am leichtesten sieht, wenn man sich 
4A, = 0 mit A multiplieirt denkt, und dann die Discriminante 
von 6A + Au — 0 bildet. Bezeichnen wir die zweite Form 
mit 9 (A, w), so ergiebt sich, da aus der ersten E ey, 
folgt, die Resultante der beiden Formen gleich $ (— c?). Daher 
finden wir, wenn wir die Bildung der Discriminante durch ein 
der Form vorgesetztes D anzeigen: 
2) DA=W-O)TP.Dy@,). 


Es ist nun: | 
p(A,u) = AM —+BAu Bau + Au‘. 
A = — a’b’o”. 


B, — a?g® Eu b’a? — a?b? BE 0? (a?—+-b?). 


B,’ ar a3 pr 
Ag: _— 1, 
29 = 34,2 +2Bu + But = 0. 
e — B42 4 2B, Au + 3A, u? = 0. 
7 


Hieraus folgt das System der beiden Gleichungen 


ea 


(2B?—6A,B)A- (BB’—9AA)u—=0 
(B,B,‘— 9A,A,)A + 2B,”— 6A,'B)u = 0, 

woraus sich ergiebt: 
3). RB — (BB 9A A 4B,?—3A,B,‘) (B,—34A,‘B,) = 0. 

Es stellt demnach DA, = P.[y(— ec) = 0 den Durch- 
schnitt der Parallelfläche mit der xy-Ebene dar, nämlich die 
Doppeleurve $ (— c?) = 0 und die Curve P = 0. Letztere ist, 
wie aus der Bedeutung von A, A,‘..... folgt, vom achten Grade 
und nichts anderes als die Paralleleurve der Ellipse, welche aus 
dem Ellipsoid durch die xy-Ebene ausgeschnitten wird. Die 
Gleichung $ (— ec?) = 0, d, i. 
e? (b? 8 c?) a2 + e? (a c?) ß° — (0? c?) Bere c?) (b2—- ce?) —o0O 
repräsentirt einen Kugelschnitt, und zwar, wenn @ < c, eine 
Ellipse, sobald wir, wie in der Folge immer geschehen soll, 
a>b> co voraussetzen. Die Halbaxen dieser Ellipse sind be- 
züglich 

1/,V(a? — 6?) (6? — 0?) und Y.V(b? — c?) (6? — E?). 

Man sieht, dass sich diese Ellipse auf den Anfangspunkt der 
Coordinaten reducirt, wenn e = c wird, dass sie imaginär wird, 
wenn e> c. Es ist noch zu bemerken, dass die Curve 9 = 0 
ganz run der Ellipse mit den Halbmessern a und b liegt, 
da Ya? — c?, Vb? — c?, Ve? — oe? der Reihe nach kleiner als 
a, b und c 

Auf dieselbe Weise finden wir die Doppelpunkte der Fläche 
in der xy-Ebene; diese sind zugleich die Doppelpunkte der Pa- 
ralleleurve der ausgeschnittenen Ellipse. Wir erhalten z. B. die 
in der x-Achse liegenden, wenn wir in der Gleichung D 4, (o, £) 
— (0 die Variabele # —= 0 setzen. Mittelst der Bezeichnung 


De. 
haben ir D (0,0) = [wa (— bY)] . D w.. 
Die Doppelpunkte genügen daher der Gleichung 
Wa (— b?) = b?a* + (0* — b?) (a? — b?) = 0, 
Analog haben wir für diejenigen in der y-Axe die Gleichung 
u 4 (e — a2) (> a3) = 0. 
Es ergeben sich somit 4, je 2 und 2 symmetrisch liegende 
Punkte, deren Coordinaten sind: 


na 7 
= + WW) Wh) 
ON 
= + WERT 
Durch eine eyclische Vertauschung der «, ß, y und zugleich 
der a, b, c erhalten wir die Doppeleurven, die in der yz- und 
xz-Ebene liegen. Ihre Gleichungen sind bezüglich 


te ya? bi, 
d) (b? | a?) (a? SrR: 0?) He (ce? Bu a?) ba2 u b?) BE Ib 
y’b? a”b? 
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Offenbar ist die in der yz-Ebene liegende Curve nur dann 
reell, und zwar eine Ellipse, wenn e > a, die in der yz-Ebene 
liegende stets eine Hyperbel, die nur für e = b ein System 
zweier Geraden wird. | 

Es ist leicht zu sehen, dass die drei Kugelschnitte, d. s. die 
3 Doppeleurven der Parallelfläche, durch die Doppelpunkte der 
drei Paralleleurven hindurchgehen. Denn in der That, die Coor- 
dinaten des ersten Paares von Doppelpunkten (No. 4), wozu noch 
= 0 zu nehmen ist, befriedigen die Gleichung (No. 6) des 
Kegelschnitts in der xz-Ebene, ebenso die des zweiten Paares 
die Gleichung (No. 5) für die in der yz-Ebene liegende Curve. 
Ebenso verhalten sich aber auch die Doppelpunkte der in der 
yz- und in der xz-Ebene, wie eine cyclische Vertauschung der 
o, ß, y und der a, b, c ergiebt. 


83. 
Die Cuspidalpunkte der Paralleleurve der Ellipse. 


Wenn die Gleichnng f einer Curve die Form hat ® —-AX 
— 0, so hat diese Curve die Durchschnittspunkte der Curven 
®=0 und X= 0 mit jenen gemein, und zwar sind solche 
Punkte als Doppelpunkte zu rechnen. Denn wenn p ein Durch- 
schnittspunkt von f und ®, q ein solcher von f und x ist, und 
ausserdem p mit q als Durchschnitt von ® und X zusammenfällt, 
so liegt p doppelt auf f. Für die Paralleleurve der Ellipse haben 
wir aber eine Gleichung von der Form 


DEN ne 


P=g-+I%ı=0, 
die Curven, durch deren Durchschnittspunkte die Curve P hin- ' 
durchgeht, sind also 9° = 0 und = 0. Die eine dieser Cur- 
ven ist selbst doppelt, mithin ist jeder der Durchschnittspunkte 
von 9 und x sowohl wie von 9 und % ein dreifacher Punkt, der 
zugleich auf der Curve P liegt. Es sei nun p ein solcher Punkt, 
p’ und p“ die (mit ihm zusammenfallenden) unendlich nahen 
Punkte, dann sind die Linien pp‘ und pp“ zwei Tangenten im 
Punkte P, die demnach beim. Zusammenfallen von p‘ und p“ 
zwei zusammenfallende Tangenten darstellen. Dies ist aber das 
Kriterium einer Spitze oder eines Cuspidalpunktes.*) Wir erhal- 
ten demnach die Coordinaten der Spitzen p der Paralleleurve, 
wenn wir alle Punkte («, £) aufsuchen, die sowohl den Gleichun- 
sn pg=(0, vw= (alsauch 9=0 und x = (0 genügen. Es 


ist nun nach No. 3: 
9 —=B,B'’'—-9AA’=0 
y— BB AD #0 
= SUB FB HD OÖ 


Da aber die Gleichung $ = 0 sich auch als eine Folge der 
Gleichungen = 0 und x = 0 ergiebt, so finden wir die ge- 
suchten Coordinaten durch Vereinigung von y ung x allein. Aus 
‚Ihnen folgt: 


. B;? 
n ER 
Bee. 
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Demnach 
B’— 3 (4A) Pund-Bi — 3 ABI 
d. h. die Coordinaten aller Spitzen sind bestimmt durch die bei- 
den Gleichungen: 
a?ß? + b?a? — a’b? — 0? (a? b°) +3 (abe)‘ — 0 
a? + ß? — 0? — a? — b? +3 (abe) — 0. 
Setzen wir 
— ab" — 0*(a’+b°) + 3 (abe) = — m 
— 0° — a3 — b2 H 3 (abe) = —n, 
so folgt: 


*) Vergl. Salmon, Anal. Geom. der höheren ebenen Curven, 1873, $. 38. 
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Hieraus ergeben sich vier verschiedene Systeme von Wurzel- 
werthen (a, £), und da (abo)'» drei Werthe hat, 12 verschiedene 
Cuspidalpunkte, von jedoch diejenigen 8 stets imaginär sind, die 
zu den beiden complexen Werthen von (abe) gehören. Die 
andern 4 sind reell, wenn weder an — m noch m — b?n nega- 
tiv sind. 


ES h2; 4 27. h? 
ro= —- wide -+- Be , 
a a 

a2 | a? — b? 
z nn DL Fi nn es 


d. h. für die bezeichneten Werthe von o liegen die Spitzen, in- 
dem je zwei zusammenfallen, symmetrisch in der x-, bezüglich 
der y-Axe. 

Die Gleichungen No. 7 lassen sich auch auf eine andere 
Weise herleiten. Definirt man nämlich die Spitze als einen 
Punkt, in welchem die Krümmung unendlich gross ist, so ist 
die Bestimmung der Spitzen in der Paralleleurve der Ellipse iden- 
tisch mit der Aufgabe, für die Ellipse selbst den Ort aller der- 
jenigen Krümmungsradien zu finden, deren Länge — eg ist, da 
für einen solchen Radius der zugehörige der Paralleleurve 
+o—eo=0is. Es sind nun die allgemeinen Gleichungen 
für die Coordinaten eines Krümmungsmittelpunktes 


ie; MEN, 
a — y“ s NY. 
URN, 
ß a RR + y“ 


Hierzu kommen noch, da Punkt (x, y) auf der Ellipse liegt, 
die Gleichung der Ellipse und ausserdem die Bedingung, dass 
der Krümmungsradius gleich — e sei, also: 

a’y? 4 br? — a?! = 0, 
Wen a 
N 


Da für die Ellipse 


BR 


b’x ; bRa® 
y’ = — ady und y' = — aay? sind, | 
so lauten, wenn (abe) —= q gesetzt wird, die 4 Bestimmungs- 
s 2 
gleichungen AN x( RR: u ) 
q” 
P=ylı -;.) 


a?y? 4 b’x? — ab? = 0 
a’y? + b’x? — a’b’q’ —= 0. 
Hieraus findet man leicht 
(a? — b2)o? = a® — b?o? — 3a?q? 4 3q' 


(a? — b?)P? = — b* + a?o? + 3b’q? — 3q*. | 
Die hier auf der rechten Seite stehenden Summen stimmen 
mit den Werthen von an — m, bezüglich m — b’n überein. 
S 4. 


Die Cuspidallinie der Parallelfläche. 


‘Wenden wir die obige Betrachtungsweise auf die Gleichung 

der Parallelfläche an, welche nach No. 1 die Form hat 
Vasen, 

so ist klar, dass die Fläche Q die Durchschnittscurve der Flächen 
S’—= 0 und T?—= 0 enthält. Da aber letztere beziehungsweise 
die dreifache Fläche S = 0 und die zweifache T —= 0 sind, so 
ist die betreffende Durchschnittseurve die sechsfache Curve (S = 0, 
T = 0). Dieselbe ist eine singuläre Curve von Q derart, dass 
durch jeden Punkt der Curve unendlich viele Tangentialebenen 
an die Fläche gelegt werden können. Denn es sei p irgend ein 
Punkt der Fläche, p‘, p”.... diesem unendlich nahe, so liegen 
die Geraden pp‘, pp”.... sämmtlich in der Tangentialebene des 
Punktes p, und letztere wird bestimmt durch irgend zwei der 
Geraden pp‘, pp”.... Sind nun p‘, p”... mit p zusammen- 
fallende Punkte, so wird die Tangentialebene in p ganz unbe- 
stimmt, d. h. es giebt unendlich viele Tangentialebenen, und der 
Punkt p ist ein Punkt einer Cuspidallinie der Fläche. Die Glei- 
chungen der Cuspidale der Parallelfläche sind also: 
Sr lBaAS bb u 
T= — 27AB'? — 27A‘B? - 9BB’C — 20° 72AXMC = (, 


sie selbst also ein Durchschnitt zweier Flächen vom 4. und vom 
6. Grade. — Diese Curve geht nothwendig durch die Cuspidal- 
punkte der Paralleleurven der 3 Ellipsen in den Coordinaten- 
ebenen. Dies lässt sich folgendermassen zeigen. Betrachten wir 
den Durchschnitt der Curve mit der z-Axe, setzen wir also y = 0, 
so werden, wenn wir uns die A,A‘.... mit a?b?e? multiplicirt 
denken, 


Au G’Ai. 
A‘ — N 
Be=icH + An. 


bez=r Bio @’Ar‘, 
07 =4B, — 6°’Bi’. 
Bezeichnen wir ferner 

9 — BıBı‘ TR 9A: Ar’. 

v= Bi’ — 3ABı‘. 

 — Bi? — 3A: ‘B:, 

‘so gehen für „y —= 0 die Gleichungen S = 0,T = 0 über in 
1, -IYy ty +cy=0. 
8) 12, (3c%A,’ + 3A,). 9 (3e?B,‘ + 9e‘A,' — 2B,). % 
+ (c‘B, — 9e?A, — 2cB).y=O0. 

Es befriedigten nun S= 0, T= 0 identisch die Gleichung 
der Parallelflächke Q = 0; es muss demnach auch die aus der 
letzten Gleichung für „ = 0 resultirende Gleichung No. 2, d.i. 
eine Gleichung von der Form 

R,P=KRk?, (9 — 4yy) = 0 

identisch befriedigt werden durch das System (8), Drücken wir 
aus letzterem und y als Funktion von Y aus, und setzen, da 
k? keine Funktion der Aı, Ar‘.... ist, N 9? — 4Ayy ein, ‚80 
muss dieses verschwinden. Dies ist aber nur möglich, wenn 
9 =0 ist, da der resultirende Ausdruck ausser dem Faktor %? 
nur noch einen Faktor hat, der eine nicht verschwindende Funk- 
tion von c? ist. Wenn aber 9 = 0 ist, so folet auch y = 0 
und y = 0, welche Gleichungen die Coordinaten der Cuspidal- 
punkte der in der xy-Ebene liegenden Paralleleurven bestimmten. 
Für die Paralleleurven der Ellipsen in der yz- und in der xz-Ebene 
gilt aber das nämliche. 


a 


S 5. 

Definiren wir die Parallelfläche des Ellipsoids als die Grenz- 
fläche einer Schaar von Kugeln mit demselben Radius o, deren 
Mittelpunkte auf dem gegebenen Ellipsoid liegen, so erhalten wir 
eine andere analytische Darstellung der Fläche, in welcher die 
Coordinaten jedes Punktes der Fläche Funktionen zweier Para- 
meter sind, und welche zur Cubatur und zur Complanation taug- _ 
licher ist. — Es sei die Gleichung einer Kugel 

= HH Fee, 
Soll der Mittelpunkt auf dem Ellipsoid liegen, so muss sein 

f = b?e’u? 4 c?a?’v? + a?b?w? — a’b?e? —(. 
Werden u, v, w als variabel angenommen, so wird die Grenz- 
fläche aller Kugeln (nach einem bekannten Satze) gefunden durch 


a et 
während w vermöge der Gleichung f = 0 als Funktion von u 
und v zu betrachten ist. Es ist nun 

Oylu,wW) 7) 7) Ow 

ORUN) 


ou ou öw " Qu 
olluw) __ Of BE of Ow 
Du PER OR dw. .: Qu’ 


indem auf der rechten Seite bei der Differentiation nach u die 
Variabele w, und bei der Differentiation nach w die Variabele u 
als constant genommen werden muss. Es folgt leicht: 
0 of DE 9 
H n " ow ou = m 
und entsprechend dureh partielle Differentiation nach v: 
op a 120908 7 NEE 0 


en 

Es ist aber 
1) of 
I — 2(x — u); Mr 2b’c?u. 
9) of 
Ge —= 2%y — v); Fra 2c?a?v. 
Op __ of Be. 0, 
ur am; a 2a’b’w. 


Ag h 1. EBEN 


Die Gleichungen (No. 9) sind daher die folgenden: 
(x — u)a?b’w — (z — w)b?cu = 0 
(y — vJa’b’w — (2 — wert = I. 
Aus ihnen folgt 
wa’”x = uc’”z — uw(e? — a?), 
wb’y = ve?’z — vw(c? — b?). 
und durch Einführung der hieraus sich ergebenden Werthe von 
x und y in die Gleichung 9 = 0: 
(z — w)?. (b’e’u? + cav? = a'bw?) — odab'w? — 0. 
Bezeichnen wir 
10) N = b’e’u? + e/a'v? + a'b’w? = b’c?(e? — a”)u? 
— a’c?(e? — b2)v? + a’bfe?, 
so erhalten wir: 
z =w(l-+ oab’N -". 
Hy x = Wwlt ob’eN 
w= v(l + 0 a Nr u: 

Diese drei Gleichungen geben, da mittelst f = 0 noch w 
als Funktion von u und v einzusetzen ist, die Coordinaten x, y, z 
als Funktionen 9,, 9, 9, zweier Variabeln. 

Dieselben drei Gleichungen erhält man, wenn man die geo- 
metrische Definition der Parallelläche als Ort der Endpunkte 
gleich langer, vom Ellipsoid ausgehender Normalen analytisch 
ausdrückt. 


8 6. 

Nehmen wir N’: stets positiv und theilen die Zweideutigkeit 
der Quadratwurzel der Grösse e zu, so können wir sagen, dass 
irgend einem Punkte (u, v, w) des Ellipsoids vermöge der Glei- 
chungen (No. 11) nur ein Punkt (x, y, z) der Parallellläche ent- 
spricht, und zwar ein ausserhalb oder innerhalb des Ellipsoids 
gelegener, je nachdem _ positiv oder negativ genommen wird. 
Denken wir uns aus den Gleichungen (11) x = 9, Jy = 9, 
zZ —= 9; umgekehrt u, v, w als Function von x, y, z bestimmt, 
und als Bedingungsgleichung diejenige Gleichung (zwölften Grades) 
in x, J, Z hinzugefügt, die sich durch Elimination von u, v, W 
aus den Gleichungen (No. 9) in Verbindung mit 9 = 0 ergeben 


” 


BE 


würden, so werden zwei dieser Funetionen u = % (&, y 2), V 
—=%, w=% nicht so beschaffen sein, dass einem Werth von 
x, y, z nur ein Werth (u, v, w) entspricht; wir können aber 
feststellen, dass derjenige Werth (u, v, w) gewählt werden solle, 
aus dem sich mittelst der Gleichungen (No. 11) wieder derjenige 
Werth (x, y, z), von welchem wir ausgingen, ergiebt. Dann 
entspricht auch einem Punkte der Parallelfläche nur ein Punkt 
des Ellipsoids. 


Betrachten wir auf dem Ellipsoid irgend einen Punkt (u, v, 
w) und einen benachbarten (u‘, v‘, w‘), so entsprechen diesen 
zwei einander benachbarte (x, y, z) und (x‘, y‘, z‘) auf der Pa- 
rallelfläche, je um die Strecke oe vom Ellipsoid entfernt. Die 
Verbindungslinien der so entsprechenden Punkte sind nun nicht. 
parallel, da das Ellipsoid keinen Punkt besitzt, in welchem die 
Krümmung Null ist. Wir können daher von (u‘, v/, w‘) aus 
eine Parallele construiren, und auf dieser nach derselben Seite, 
auf welcher (x, y, z) liegt, in der Entfernung eg einen Punkt» 
(x, y’‘, z“) nehmen. Offenbar sind dann, wenn es für den Ab- 
stand der Punkte (u, v, w) und (u‘, v‘, w‘) gilt, die Punkte 
(x‘, y‘, z‘) und (x‘, y‘, z‘“) von (X, y, z) um unendlich kleine 
Grössen 1. Ordnung entfernt, während die Entfernung des Punk- 
tes (x", y“, z") von (x‘, y‘, z‘) unendlich klein von der 2. Ord- 
nung ist. Die Verbindungslinie der Punkte (x, y, z) und (x‘, y‘, z), 
d. i. die Tangente im Punkte (x, y, z) wird also unendlich wenig 
abweichen von der Verbindungslinie der Punkte (x", y“, z”) und 
(x, y, z), welche mit der Tangente in (u, v, w) parallel ist. Es 
werden demnach bis auf Grössen 2. Ordnung je zwei Tangenten 
entsprechender Punkte parallel sein. Hieraus folgt, dass auch 
die Tangentialebenen als geometrische Oerter aller Tangenten in 
entsprechenden Punkten der beiden Flächen parallel sind, und 
dass beide Flächen dieselben Normalen haben. 

Suchen wir auf dem Ellipsoid diejenigen beiden benachbarten 
Punkte von (u, v, w), deren Normalen diejenige des Punktes 
(u, v,w) inM und M’‘, d.h. den Mittelpunkten der grössten und 
kleinsten Krümmung, schneiden, so sind für den entsprechenden 
Punkt (x, y, z) auch M und M’ die Krümmungsmittelpunkte. 


Re ER 


Da nun, wie gezeigt ist, die Verbindungslinie zweier benachbarten 
Punkte des Ellipsoids der Verbindungslinie der entsprechenden 
Punkte der Parallelfläche parallel ist, so folgt, dass die von zwei 
einander entsprechenden Punkten der beiden Flächen ausgehenden 
Krümmungslinien ebenfalls parallel sind. 

Ferner, da die Krümmungsradien der beiden Flächen für 
entsprechende Punkte und parallele Richtungen sich nur um die 
Constante e unterscheiden, so entsprechen Punkten des Ellipsoids, 
in denen das Maximum und Minimum des Krümmungsradius 
gleich gross sind, Punkte derselben Eigenschaft auf der Parallel- 
fläche, und umgekehrt. Es kann daher auf der Parallelfläche 
ausser den 8, welche den 4 Nabelpunkten des Ellipsoids zuge- 
ordnet sind, keine anderen geben. Da die Coordinaten der 4 in 
der xy-Ebene liegenden Nabelpunkte des Ellipsoids gegeben sind 
durch die Gleichungen 


| a2 — b? 

ni +. VE 

) b2 — e? 

\w = + Ve 
v 


Ivo, 


so erhalten wir wegen der Gleichungen (No. 11) als Coordinaten 
der 8 Nabelpunkte der Parallelfläche 


a” — b? 06 
wat Une N 
za. VE 0# 


le 
wm.) 

b’ — c? 0a 
ER ar, 
a > a ll 35 


ST. 
CGubatur der Fläche. 


Das Volumen der Parallelfläche ist gegeben durch das In- 
tegral ie a zdxdy, erstreckt über alle Flächenelemente dxdy, die 


in der Projection der Fläche auf die xy-Ebene liegen. Da aber 
2 


Ba 


die Gleichung z = f(x,y) der Fläche vom 12. Grade ist, so 
wählen wir passender zur Berechnung die obigen 3 Gleichungen 
(No. 11) 

zen l, Vyy oz ion 
welche die Gleichung z = f ebenfalls ergeben würden, wenn 
aus ihnen die Parameter u und v eliminirt würden. Durch Ein- 


setzen dieser Funktionen in N f: zdxdy erhalten wir das Integral 


Sf ; ® - quar, 


3 - Op; 9) 
wo ® die Determinante ep a OP. Be bedeutet, und. 
ou OV ou OV 


worin die Integration sich über alle Elemente dudv innerhalb der 


US v? 
Ellipse er u. ar 1 erstreckt. 


Es ist nun 


2 —] + oh26:Nw ERGR ob°c?(c? FUN er 


op ei ih2pä (pe? ZH? _ 
5: uvo a‘b?c’ (c b?) N 


22 — uvo a?b’c! (6? — a?) N 


a —=1-+ oca’N- — vV?oarc'(c? — bY)N- 
Hieraus folgt nach einigen Reductionen: 
2) @=1-+ oN-'ra?b?et. |ub?(e? — a?) + v?a? (6? — b?) 
+ a’b?(a? + b’)} + e’a’b’oN-2, 


Dieser Werth mit , = w +4 woa’b?N - %, worin w = 


ee Zr ist, multiplieirt, giebt uns 
‚D=W en owN -"a®b?c? |u:b?(b? + c?)(e? — a?) 
+ va (e® + 33) (e® — D) 
+ a?b? (b?e? + c?a? + a?b?)} 
+ o?ab’c'wN 2. Ju?b?(e? — a?) + v?a?(e? — b?) 
+ a’b2@® + b3 + on) 
+ o’wa®b’e!N -* 
Es ist demnach das Volumen V von der Form 
v=eV\,+e, eV; + eV. 


ER 


Die Integrationsgrenzen sind, wenn wir unter V denjenigen 
Octanten verstehen, der auf der positiven Seite von allen drei Co- 
ordinatenebenen liegt, 


v — Que ee 


u: == (iR Bugr 
Von diesen 4 Integralen ist zunächst 


N: an ae 


nichts anderes als der Inhalt eines Oectanten des Ellipsoids; also 
Mn "fs abe ır 


En 


In dem zweiten Integrale 
Ne axb°c2 wN kJ uzb2(b + ec?) (e? — 2°) 
+ va? (e? + a?) (ce? ae: b?) 4- ab? (be? — ea? — a°b?) | dudv 


mögen u und v durch zwei andere Variabeln ersetzt werden. Die 
eine derselben sei derjenige Winkel »&, den die Normale im 
Punkte (u, v, w) mit der z-Axe bildet. Man findet für ihn 
2... __ abie? — u?a’b'e? — v?a’b?e? _ a*'b'w? 
a a ana m 
und sin?o = IR tree 

Die andere einzuführende Variabele sei derjenige Winkel 6, 
den die Projection der Normale im Punkte (u, v, w) des Hllip- 
soides mit der x-Axe bildet. Die Gleichungen der Normale sind aber 


13) 


f 
m — = = (w — W‘) 


w 4‘ = v 4‘ ä 
N — = sa" — w); 
daher die Gleichung der Projeetion 
d a°v 4‘ 
ee 1 au (u oe u‘) 


a’v 
folglich tang 9 = Bu’ 


9% 


N OR 


Hieraus erhalten wir 

u2e2(1 + tang9 
w®(e? — a’) 4 u’(e! — b’) tang som 
und nach einigen Reductionen: 


siin?w — 


Ban, a'cos ?Osin ?w 
— a2cos?dsin’o + b’sin?9sin?w + c?cos?w’ 
EN b‘sin 29sin ?w 
a?cos?4sin’w-+-b ?sin?Osin?w + c?cos?w 
Wird daher 
Re sin ?w __ sin?’o 
) a2cos?Ösin?@ a b?sin?Asin’o 4 c?cos?» P 
gesetzt, so ist 
u — a?Rc0589 
v= b’Rsin. 


Werden diese Werthe in das Integral V, eingeführt, so goht 
dudv über in 


ou dv ou 


18 70: 7) (use, 
Es ist aber: 

OA HERRN oR 

a en 

Ne oR .: 

DE in. 

EB Wert: OR 

da Mm 

2 = b’sin 0 2 + beRcos 0. 
Demnach 
ou Ov ‚cu ") = aRE — nam. 2) 
To rer, — Pr 


a?b?c? sinw c0osw 
[a?cos?9sin’o 4- b?sin?4sin?o + c?cos?w]?' 


Es ist noch zu beachten, dass aus der Gleichung (18) 


a'b'w? 
co8’w — 
folgt 
N'r , cos 
W — N U 
ab? I 


mithin, da wir aus der Gleichung (13) noch erhalten: 


NR 


u?b'c? 4 v2cta? _ a'b‘e’R? 


No ; = — 
sin? o sin’o ’ 
kommt Nm 2600, sin? w 
I. IRRE 


Die mit diesem Ausdruck in V, noch multiplieirte Function 


2 


(M) geht nach Aussonderung von _ durch die angegebenen 
Substitutionen über in 
ib RR — a?b?e?R? [a° (6? — a?) cos? 6 


sın“ @ 
L p2 (62 —b2) sin? 0) _L 225262 (a? b2). 
Demnach erhalten wir für 
N arb°e2 wN-"» . Mdudv 
| zunächst 


COS w Sin?’w a?b’e?’ sinw C08Sw 
2h 2 
a EN ef BUN. ac 


und, wenn wir die Constanten 
22 (02 — a?) = (, 
b? (ec? eur), b2) — D, 


T T 
j = PS sinw cos?@ 
09,0 


, T T 
ef 2 (2 10, c08’9 +-D sin? 0} cos? w sin?! 
a 
0 BZ 


ak 62 (a? en sinw COS a 


Wird zuerst die Tulakten in Bezug auf ausgeführt, so 
ist zu bemerken, dass die drei letzten Integrale sämmtlich von 
der Form sind: 


Ccos?9 + Dsin?9 
in. ...do, 
ID) fi [A?cos?9 + B?sin?0]? 


Setzen: 


Der Werth ienen Integrales aber ergiebt sich leicht als die 
Summe 


z[( © D 
Zara en) 
Abgesehen von den Constanten vor den Doppelintegralen und 


von den Functionen von w, sind C und D für das erste Integral 
gleich 1, für das zweite bezüglich C, und D,, für das dritte aber 


C;, = A’ = a’sin?w + c?cos?’w 

D, = B’ = b?sin?w 4 c?cos’w. 
Wir erhalten daher 

T 

7 do S 1 1 
Va a AB |a’b°e? sin COS’w kr = 33 


0) 
—- ce? cos’w sin? w fe: - 2 — 2c? (a? 4 b?) sinw cos? a. 

(eben wir allen Summanden den Nenner A®.B°, so kommt 
durch die Substitution cosw = x, bei gleichzeitiger Umkehrung 
der Integrationsgrenzen, für V, der Werth, 
=“ [23’b’e*z? + c* (ab?) (a? — ce?) (b? — ce) Aa] ® 

4 As ä 
0 


während 
A — Ya? — k% (a® — 02) und Be = Ypr za ız 
werden. Zerlegen wir den rationalen Faktor des ersten dieser 
beiden Integrale in Partialbrüche von der Form 
} m n 
Nlanae.z a? — x?(a? — c?) a b? — x? (b? — 0) 
für welche wir ermitteln: | 
pP= — er(a2 + b9), 
__. e?(a? + b?) (ce? — a?b?) 


UT.) 
ae (b?+ En 
FISHER. 
b’c? (a? + c?) 
n = 
Hast @2 I 
und berücksichtigen, dass die Constante Zi c?(a? 4 b?) in dem 


zweiten Integrale gleich — n .2p ist, so erhalten wir 


ERFET 


9 =7.- ee f + ange fol 


Bere ae Var Syalaı 2 er /ybar U, eo) 
Substituiren wir ferner EV: — c?.x = sing, So erhal- 
dp 
ten wir ae Mrren Y | a’ (b? — ce?) 
Rue yarı len. au re rn 
l) C 1 Dar en) sin’. 
Die obere Grenze der ae, wird dann in Bezug auf 9 
Va? — [ 
Pe — art: sin 2 222 876, s(„) 
a a 
während die untere Null bleibt. Bezeichnen wir noch den Bruch 
a°(b? — 6?) 
b’(a? DR b2(a2 — 02)’ 


der positiv und kleiner als 1 ist fra > b> c, mit k? und 
yı — k?sin?» mit 7,.so wird 


RER Rs pa? [> sin sin "nd 1177 dp 
Yo | a2 — e2 ni 


0 


m fo 9 dp 
= 22, an 77 ar s 2). 
0 


In diesem Ausdrucke ist das zweite nal ein elliptisches 
der 1. Gattung in der Normalform; aber auch die drei übrigen 
lassen sich auf die Normalformen der 1. und 2. Gattung bringen, 
und zwar mittelst der leicht zu beweisenden Gleichungen 


sin d d 1 
STE =5SF-5S% 
1 a t d 
16) ee, I altangg. a faas ta [7 


— —lf/ da __ k’sing. Kenn men 
ag” en Ad j 


wir nun die Integrale in den Grenzen 9 = 0 bis 


p=9 = arc. 008 (2): und bezeichnen die elliptischen Inte- 


orale 1. und 2. Gattung bezüglich mit F (k,y,) und E (k, 9.) 
so erhalten wir nach mehreren Reductionen 


u DA A 


I TE a?b’(b?’-+-c?) a’b’(a’—+-c?) sing, C08Y, 
Vepymal son Fan 
+ 620°. P(k,9,) + ba? — 0). Eh, nı)l 

CaB93 Va: - _— —c? h 
oder da cosg, = —, Sing = ‚Ig9) —r, Bi: 
be? 
m ne Au Peya: < ER: u Elk, $,) EI bYa®? —c?. E(k, a). 
ki 2) p, = Arc. 608. n 
89. 


Das dritte der obigen Integrale war 


Ver bie wNG = Ib: (6? — a?) + v?a? (6? — b°) 
aha? + b2-t 02) dudv. 
Dieses transformiren wir zunächst durch die Substitutionen 
| u = 2370089 


v—.brens; 
woher dudv = abrdrd 9, 


w= cy1 — rt’, 
und N = a?b?c? | b?(e? — a?) r?cos?9 4 a?(ce? — b?)r?sin?# 
4 ab: | SAAB SEN: , 


T 
in’Vs — abi [N : |(°— aYr°cos *0+ (0° —b’)r’sin? 
0.,0 
+ +b2+0:) VI—r.rdrde. 
Da die Integrationsgrenzen constant sind, können wir schreiben 


— ab} pe a (ycos®0 + dsin:0)d 
V; a®b°c Ya r ee (0° 608 78 £ Prsin®0] 


und nach (No. 15) 


nee 


vi 5 
Ver BUN. AN u Er on) 


wenn bezeichnet werden: 


u a be. es 
‘= Tre — DD) +2? + be 


a? — TDG ER 2°) m a2b? 
SE — r2a?(02 ee b?) E- a2b:. 
Setzen wir jetzt 
ee, 6 | X 
1l— rt = —— , — 
Y ; Ya? — @' yı-z 
also ee re 
I @-od-n) 
6? xdx 
EI — a 
und rar (a? m? 6?) (1 NE a 
so ist, bei Umkehrung der Grenzen, zu integriren von x — 0 
1. ee 
hs — „Va — c2, und es werden 
Ben (bee 
Az 1—x?’ 

1 ® — bh? 
= —— (+ xlaeto + ee 
N 
Frey 
DE VE ee :) 
ee ae 5 

7 x1 yx”dx 
V3 N een) Pe m 
Aya: — ec?) Dr x> v1 — k’’ 
a: Ix?dx 
au oh ii ZESTE Fo Vergar)) 
0 
wenn en. das positiv und kleiner als 1 ist, mit k2? be- 


zeichnet wird. 


Be 


Zerlegen wir die in diesen beiden Integralen vorkommenden 
rationalen Funktionen von x in Partialbrüche, so haben wir erstens 


we (+) — 0:4 —— 
zweitens 
087 m n 
1.9, za I en ız 
und es findet sich leicht 


De a’ — a°e? 0%, Da 
a? — b? 
m —-,0 
a? — c% 
TEN RER 


Endlich, wenn wir noch setzen x = sin y, $0 ist, wie oben in 
.. 117 ———— 
5 8, zu integriren vnyg=0bsy=9g are. sin Va? —0?, 


und es wird 


2 R oı sin ? sn ydy 
Va arg a) + 26 Ef 


— (ade? — > + pn f au 


A? 


22 2 pi Be: 
Ren el 08 ’y. rw 
Dieser Werth lässt sich leicht mit Hülfe der Gleichungen 
(No. 16) auf elliptische Integrale in der Normalform bringen, 
und man erhält nach einigen Reductionen 
GA. Kr, ) SR LEN ARM 
un ya 3 


a a? — b 6 
fir kon ER RENEE und 9, = arc. 608 &! 


EUR» © SNAR 


Ss 10. 
Es bleibt uns noch übrig, den Werth des letzten Integrales 


Sr Sf ton N -*.auar 


zu ermitteln. Wir bedienen uns hierzu derselben Substitutionen 
wie oben bei der Berechnung von V>. Wir finden leicht 
N ee: BR 
wN- N 2'’hbYre® 
Da wir ferner hatten 
a?b?c?sinw coswdwd9 


dudv — N 


T T 
so ist V; — (?f* soo. cs’w.dod4 = 
0 0 


T 
TE (Pr: Tr 
og ff’ co’wdcosw — — r% 


Stellen wir die aufgefundenen Werthe zusammen, so ergiebt 
sich für das gesammte Volumen der Parallelfläche, d. i. für 
8(V, + aNs — 0 2 Va + o’V;) der Be, 


6? 


SV = + /haher + 2gme?+ 7->— 1: 9) 
u 6°. F(k,,gı 
ea. Bi al rn Na Bam 
a Va? — 
+ Va. Ekyg)) + "heim. 
an 8 el == u 
wenn k, in ee Br), 2 — pı = Arc. 008 = 
8 11. 


Complanation der Fläche. 


Wie oben bei der Cubatur bedienen wir uns zur Berechnung 
der Oberfläche als Definition der Fläche der Gleichungen x = 9; 
y= 9, 2= 9,. Dann geht das Integral 


o — f. Ur, 
COS w 


u a ee 


das den Inhalt eines Flächenstücks ausdrückt, über in 


&D 
0 = (JS u, 


wo » den Winkel bedeutet, den die Normale im Punkte (x, y, z) 
der Fläche mit der z-Axe bildet. Da dieser aber demjenigen 
gleich ist, welchen die Normale im Punkte (u, v, w) des Ellip- 
soids, der jenem Punkte (x, y, z) entspricht, mit der z-Axe bildet, 
so bleibt y in beiden Integralen dieselbe Grösse, und zwar die- 
selbe, die wir bei der Berechnung des Integrales V» eingeführt 
haben. Mit Berücksichtigung der Gleichung (13) für cos w und 
des Werthes von ® in No. (12) erhalten wir bei derselben Be- 
zeichnungsweise, wie bei der Cubatur, und in denselben Integra- 
grationsgrenzen, “s Inhalt des achten Theiles der Oberfläche 


) = Sf in a | N',+ oN-1, a2b2c'(u:h2(e? — a2) 
+ vza2(o® — 62) + a2b2(a® -+b2)) 4 0° acbees N hl dudr. 

Es stellt sich demnach O dar als Summe dreier Integrale 
0, + 00: + 0?0;, die wir einzeln berechnen wollen. 

Am einfachsten sind die Integrale O0, und Os. Das erste 
muss, da für og = 0 die Parallelfläche mit dem Ellipsoid zu- 
sammenfällt, den Inhalt der Oberfläche eines Octanten des Ellip- 
soids angeben. ya Se demnach 


De le + —_ ,F(k,g) 4 bYeZe, Blk, 9) 


Für das dritte N, OÖ; haben wir bei Einführung der 
‘ Variabelen »& und 9 den Werth 


o.o..0 


O: - Eh = Sf" noir - 2. 


Das Integral O; transformiren wir, wie oben bei Vs, zu- 
nächst mittelst der Substitutionen 
u = ar c0s6d 
v= brsin9 


und erhalten: 


e 27 92\n2 2 BEI 2\n 2 2 2 2 
0.=abef" f [© a?)r?cos?9-(e— b")r?sin’9--a?-b’ rärd, 
er) 


KIUTıN, 


ERW 


Bezeichnen wir 
y=r’(®— 2?) +a?+b? 
Ö — r2(602 ner b?) — g2 + b? 


ao’ = r?b?(e? — a?) 4 a?b? 
ß? den 92 (62 er b°) - ab. 
so hat O: die Form A 


Be rdr 2 (cos? 0 + dsin? 0) do 
Mr nes 0’ cos?d + ß*sin? 9 


Die Integration in Bezug auf 9 ist leicht ausführbar; sie 


ergiebt 
Br IC 1 Yy rdr 
0: = abe —f (« + =) ven 
0 

worin 

Berg. 1 
& Bar o. @? 

Ber a2 eg B?r ar 7? (a?— 6?) (b? — 0) + (a? +6?) 0% —a?b? 

as Pt ß? ZIRR e2. 


Die weitere Berechnung entspricht ganz derjenigen, welche 
in $ 9 angewendet ist. Durch die Substitution 
EEE ee x 
N az co Yı—z 
erhalten wir zunächst 
i Ve 
a a CA EN 
7 2aVyaa—eY (1 2) Y1L — VI kr 
und für x = sing: 


0. =D” a >. F(k ce) E(k 
—— 96 Ve (k, 9) + (a? — cH)E(k, 9) 


— (a? — c)tangy, . 4(k, 91, 
welcher Werth sich redueirt auf 


ö  z[ i Vvr—e.B(k ) 
en, PN ulpppe: a — c?.E (kı, 9ı, 


BA OR ee 
Demnach erhalten wir als Inhalt der gesammten Oberfläche 


30, 27 (« af Va a une p)+bYa®—c®. 5.6, 9) 
Hm + a ee 


Ya 


8 12. 
Vergleichen wir die für das Volumen und die für die Ober- 
Näche gefundenen Ausdrücke, so ergiebt sich zunächst folgendes: 
Es kommen, abgesehen von dem Factor e, sowohl in 8V als in 
80 nur zwei verschiedene Summen, die elliptische Integrale ent- 
halten, vor. Von diesen drückt die erste die Oberfläche des 
Ellipsoids (mit den Halbaxen a, b, ce) aus, die zweite aber die 
Oberfläche eines gewissen anderen Ellipsoids. In der That, er- 
setzen wir in dem Werthe 


U, = 2rle: + Ela) +b Va er. Erg)! 


für den Inhalt der ganzen Oberfläche des Ellipsoids mit den Halb- 
axen a, b, c die Werthe dieser letzteren durch die Grössen 


2 2 2 
= = ß = so erhalten wir als Inhalt der Oberfläche dieses 


Ellipsoids 

2no' (bc c? Be: 

ah I 4 VoreRr: F(k,g)-+ Va? —ec?. E(k, eo) 
Da aber die in der letzten Klammer stehende Summe ausser 

U, die einzige ist, welche in den ermittelten Werthen von 8V 

und 80 vorkommt, so können wir die Resultate für 8V und 8O 

folgendermassen schreiben: 


I 


Ba as aben + 0. U, u. U + "sg’n 


und 
8.0.7 +2. U: + 4ne? 


d. h. wir haben folgende Sätze: 


N 


II. 


ER a 


Das Volumen der Parallelfläche des Ellipsoids mit den Halb- 
axen a, b, ce, ist gleich dem Volumen dieses Ellipsoids plus 
dem Volumen, gebildet aus dem Inhalt der Oberfläche dieses 
Ellipsoids, multiplieirt in den Abstand 9 der Parallelfläche, 
plus demjenigen Volumen, das gebildet wird aus der Ober- 

ee 


2 2 
fläche eines zweiten Ellipsoids mit den Halbaxen ee 


? 


multiplieirt in den Abstand e und in das Product der Ver- 
hältnisse = nn a plus dem Volumen der aus dem Ab- 
stande o gebildeten Kugel. 


Der Inhalt der gesammten Oberfläche der Parallelfläche des 
Ellipsoids ist gleich dem Inhalt der Oberfläche dieses Ellip- 
soids plus dem in das doppelte Product der Verhältnisse 
Er r E multiplieirten Inhalt der Oberfläche des Ellip- 


(% 
p) 2 2 
soids mit den Halbaxen — — — ‚ plus dem Inhalt der 


Oberfläche der aus dem Abstande o gebildeten Kugel. 


Ver, 


Natus sum Aemilius Neumann Berolini anno 1847 die XIV 
mensis Septembris; fidei addietus sum evangelicae. Usque ad annum 
aetatis tertium decimum in ludo privato primis literarum elementis 
imbutus scholam quam vocant realem per duo semestria frequentavi, 
postea privata diseiplina usus anno aetatis duodevicesimo a paren- 
tibus missus sum in gymnasium patriae urbis, quod appellatur Co- 
loniense, ubi maxime doctrina benevolentia carissimi praeceptoris 
Hermes impulsus sum, ut rebus mathematieis me dare constituerem. 
Maturitatis testimonium cum impetrassem anno LXVII h. s. mense 
Aprili numero eivium Universitatis Fridericae Guilelmae a Rectore 
Magnifico de Langenbeck legitime adscriptus per septem semestria 
de rebus mathematieis, physieis, naturalibus, philosophieis disseren- 
tes audivi viros Ill. Braun, Fuchs, Hofmann, Kronecker, Kummer, 
Magnus, Poggendorf, Quincke, Rammelsberg, Rose, Schneider, Tren- 
delenburg, Weierstrass. Quibus viris optime de me meritis gratias 
ago maximas. 

Examine pro facultate docendi Berolini mense Novembri anni 
LXXI absoluto ibidem primum in seminario quod moderatur Ill. 
Schellbach versatus, tum in docendis pueris occupatus in gymnasio 
Ioachimico, anno 1873 Neo-Ruppini in gymnasio Frideriei Guilelmi 
magisterii negotio publice praefeetus sum, quo adhuc fungor. 


Druck von E Buchbinder in Neu-Ruppin. 


